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Komplexni ¢isla 3:
Jednoduché rovnice v C, geometricka interpretace C a goniometricky tvar komplexnich éisel

Z minula si pfipomenme, ze kazdé komplexni z ¢islo mé sviij algebraicky tvar

z=a+b-i

To samé ¢islo mtizeme zapsat i pomoci jeho goniometrického tvaru

[ z =||z|| (cosa + 7 - sin &) ]

Pfi¢emz absolutni hodnota ||z||, argument « a redlnd ¢ist Re(z), resp. imaginirni ¢ist Im (z) jsou spolu
propojeny vztahy

Goniometricky tvar a nasobeni v C Kde je ta slibovand vyhoda goniometrického tvaru? Vezméme si pro
ukazku &isla z; = —v/3+1i a 2o = 2+2v/3i a podivejme se na jejich soucin: samoziejmé umime snadno spoéitat,
7e 23 = 21 - 20 = —4/3 — 4i. Co zjistime pii pohledu na goniometrické tvary zcastnénych ¢sel?

21 =—V3+i=2 <cosZ7r+isin27r)

1 1
29 :2+2\/§i=4<cosgﬂ+isin37r>

7 7
23 = —4V/3 —4i =8 (cos 671' + sin 67r>

Kdyz se podivame poradné, uvidime, ze
e absolutni hodnota z3 je souc¢inem absolutnich hodnot ¢isel z; a zo, totiz 8 =2 -4
e argument Cisla z3 je souctem argumentt Cisel z; a 29, tedy %7‘( = %ﬂ + %7‘(’.

To samoziejmé neni ndhoda, tento princip (zvany Moivreova véta) plati obecné:

Pro komplexni ¢isla

z1 = ||z1]| (cos oy + isinay)
29 = ||22|| (cos ap + isin a)
plati
z1 - 22 = ||z1]| - ||z2]] (cos (a1 + @2) +@sin (a1 + 2))

\.

Grafickd predstava Moivreovy véty by mohla vypadat tfeba takto:
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Piiklad 1. Urcete, kolik je (1+1)**.

Reseni. Moznosti, jak zjistit vysledek, je mnoho - pomoci klasického nésobeni (bez piemysleni 23 nésobeni,
s trochou invence 5 nésobeni), pomoci binomické véty ap. VyuZijeme ale nyni Moivreovu vétu: zjistime si,
7e goniometricky tvar ¢isla 1+ i je /2 (cqs T +isin 7). Plati tedy napifklad (1+ )= (1+4)- (1+i) =
V2 (cos % + ¢sin %) V2 (cos % + ¢sin g) Moivreova véta V242 (cos (% + %) + 7sin (% + g)) =2 (cos g + ¢sin %),
coZ je po prevedeni zpét do algebraického tvaru rovno 2i; podobné bude v§ fungovat i pro (1 + i)3 atd.

Dostaneme tedy (1 + 1) = 2" (cos 247 + isin 24T ) = 212 (cos 67 + i sin 67) = 212 (1 + 0i) = 212, O
Piiklad 2. Urcete goniometricky tvar cisla 2 (cos %71’ + isin %w) . % (cos & tisin %) Urcete i algebraicky tvar
tohoto cisla. [2 (cos tm+isintln) = ? — 11]
Priklad 3. Kolik je (cos 75 + isin 1”—8)6? [(cos % +ising) =1+ ?7}
Piiklad 4. Kolik je (1—+/3i)"? [16 + 16+/37]

Moivreova véta ma nutné i svij tvar pro déleni:

Pro komplexni ¢isla

z1 = ||z1]| (cosaq +isinaq)

zg = ||z2|| (cos aa + i sin aa)
plati

a _ llall

(cos (a1 — o) +isin (a1 — a2))

z2 zZ9

Priklad 5. Urcete pomoci Moivreovy véty podil ¢isel zy = —/3+1 a 20 = 2 + 2V/3i.
[goniometrické tvary obou ¢isel uz mame spocitané vyse; % ((‘os T +isin%)]

Odmocniny v C Moznost spocitat libovolnou odmocninu z libovolného komplexniho (tedy i redlného) cisla
je tou zasadni vlastnosti, kterd z komplexnich ¢isel déla tak duilezity matematicky objekt. Jak se tedy pocita?
Podivejme se nejprve na priklad: chceme naptiklad spocitat tfeti odmocninu z ¢isla —1 + 4.

1. nejprve pievedeme ¢islo v/2 + v/2i na goniometricky tvar; ten je 2 (cos %w + ¢sin %ﬂ)

2. dulezitym faktem ¢. 1 je, ze tieti ,odmocniny“ existuji t¥i! Prvni z nich spoc¢itame jednodu$e: odmocnime
absolutni hodnotu a thel vydélime tremi: wy = 2 (iw + ¢sin %W)

3. dulezitym faktem ¢. 2 je, ze vSechny tfi odmocniny spolu tvofi pravidelny trojthelnik, proto mezi sebou
museji svirat Ghel 2F. Na obrazku takto:
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4. abychom nasli zbylé dvé odmocniny, staci tedy vzit wg, ponechat jeji absolutni hodnotu a postupné pricitat

v argumentu thel 2T; dostaneme tak wy = V/2 (137 + isin 137) a wy = V2 (127 + isin I9n)
Piiklad 6. Piesvédite se (umocnénim), Ze (wo)® = (w1)® = (w2)® = —V/3 +i a jsou to tedy opravdu tieti

odmocniny z /3 +1.

Tento postup funguje vzdy, s tou obménou, Ze n-tych odmocnin je vzdy n a tvoii pravidelny n-uhelnik, proto
pric¢itame thel %’T

Priklad 7. Najdéte vsechny treti odmocniny z cisla 4.
[wo = 4= ¥4 (cos0+1isin0), wy = 4 ((:()s Z;‘ + i sin 23”), wy = V4 ((:()s 4;' 4 7sin 4;‘) ]

Priklad 8. Najdéte vsechny cturté odmocniny z cisla 1 — i.
¢ € ocnim - : 2 20
[wo = V/2 (cos 17 +isin l—’bw) awp = V2 (cos %ﬂ' + isin i—gw), wy = /2 (cos %77 + isin 27),
ws = V2 ((:os %W + isin %7&') ]

Kvadratické rovnice v C Nyni, kdyZz umime udélat (nejen) druhou odmocninu z libovolného komplexniho
¢isla, umime vytesit i kvadratické rovnice, které dosud v R feSeni nemély: piikladem mitize byt tfeba rovnice
2?2 + 2+ 1 =0, kterd m4 zaporny diskriminant. V komplexnich ¢islech v8ak uz ani to neni problém.

Priklad 9. Vyieste pro x € C rovnici 2> +x + 1= 0.

Reseni. Podle vzorce mame T12 = % V=3 Hleddme tedy druhou odmocninu z —3. V C si ale z —3 umime
najit obé druhé odmocniny: po chvili prace dostaneme 3i a —3i, kterd miuzeme dosadit do vzorce a ziskame
S _—1(#3) 1, 3.
feSeni 119 = ——5—~ = —5 £ 5i.

V piikladech tohoto typu se da postup zrychlit: —3i = 32, takze v—3 = v/3i2 = V3V = V/3i (posledni
rovnost je sice matematicky faul, ale v tomto pfipadé vysledek neovlivnf). O
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(Pokud byste se chtéli zase podivat na néjaka videa k tématu, tak solidni opét kandl isibalo: https://www.
youtube.com/playlist?1ist=PLD-MTm0zXT50xEfOyFqHm8vjtYY44BUh7 (pro nés jsou ted zajimava videa ¢. 16
az 22.)

A nyni trochu praxe:

1.
(a) Najdéte vsechny ¢tvrté komplexni odmocniny z &isla . [wo = cos § +isin g;wy =
cos %— + 4 sin % w(o = COS %’ + isin %’"‘;ur() = cos % + isin % ]
(b) Vyfeste nasledujici rovnice s nezndmou v C:
i 52?—2r+1=0 [3 & 24]
ii. 322 —22+1=0 (2 + 2
iii. 22 —4ix —8 =0 [neleknéte se koeficientu —4i, vzorec pro feSeni kvadratické rovnice plati i C;
+2 4 2i]
iv. 23—2)=3—14 [2 + 4,1 — ¢; pii hled4ni

odmocniny z diskriminantu —3 + 44 mazete bud pocitat, jak jsme se to naudili, nebo (specidlné
pro druhé odmocniny) i takto /=3 + 41 = a + bi = —3 + 4i = (a + bi)” a nyni porovnat redlné
a imaginarni ¢asti na obou stranéch]

BE RATIONAL'
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