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Komplexní èísla 3:

Jednoduché rovnice v C, geometrická interpretace C a goniometrický tvar komplexních èísel

Z minula si pøipomeòme, ¾e ka¾dé komplexní z èíslo má svùj algebraický tvar

z = a+ b · i

To samé èíslo mù¾eme zapsat i pomocí jeho goniometrického tvaru

z = ||z|| (cosα+ i · sinα)

Pøièem¾ absolutní hodnota ||z||, argument α a reálná èást Re (z), resp. imaginární èást Im (z) jsou spolu
propojeny vztahy

||z|| =
√

a2 + b2

sinα =
b

||z||
cosα =

a

||z||

Goniometrický tvar a násobení v C Kde je ta slibovaná výhoda goniometrického tvaru? Vezmìme si pro
ukázku èísla z1 = −

√
3+ i a z2 = 2+2

√
3i a podívejme se na jejich souèin: samozøejmì umíme snadno spoèítat,

¾e z3 = z1 · z2 = −4
√
3− 4i. Co zjistíme pøi pohledu na goniometrické tvary zúèastnìných èísel?

z1 = −
√
3 + i = 2

(
cos

5

6
π + i sin

5

6
π

)
z2 = 2 + 2

√
3i = 4

(
cos

1

3
π + i sin

1

3
π

)
z3 = −4

√
3− 4i = 8

(
cos

7

6
π + i sin

7

6
π

)
Kdy¾ se podíváme poøádnì, uvidíme, ¾e

� absolutní hodnota z3 je souèinem absolutních hodnot èísel z1 a z2, toti¾ 8 = 2 · 4

� argument èísla z3 je souètem argumentù èísel z1 a z2, tedy 7
6π = 5

6π + 1
3π.

To samozøejmì není náhoda, tento princip (zvaný Moivreova vìta) platí obecnì:

Pro komplexní èísla

z1 = ||z1|| (cosα1 + i sinα1)

z2 = ||z2|| (cosα2 + i sinα2)

platí

z1 · z2 = ||z1|| · ||z2|| (cos (α1 + α2) + i sin (α1 + α2))

Gra�cká pøedstava Moivreovy vìty by mohla vypadat tøeba takto:
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α1

α2
||z1||

||z2||
b

b

z1

z2

||z1|| · ||z2||

z1 · z2
b α1 + α2

Pøíklad 1. Urèete, kolik je (1 + i)
24.

Øe¹ení. Mo¾ností, jak zjistit výsledek, je mnoho - pomocí klasického násobení (bez pøemý¹lení 23 násobení,
s trochou invence 5 násobení), pomocí binomické vìty ap. Vyu¾ijeme ale nyní Moivreovu vìtu: zjistíme si,
¾e goniometrický tvar èísla 1 + i je

√
2
(
cos π4 + i sin π

4

)
. Platí tedy napøíklad (1 + i)

2
= (1 + i) · (1 + i) =

√
2
(
cos π4 + i sin π

4

)
·
√
2
(
cos π4 + i sin π

4

) Moivreova vìta
=

√
2·
√
2
(
cos
(
π
4 + π

4

)
+ i sin

(
π
4 + π

4

))
= 2

(
cos π2 + i sin π

2

)
,

co¾ je po pøevedení zpìt do algebraického tvaru rovno 2i; podobnì bude v¹ fungovat i pro (1 + i)
3 atd.

Dostaneme tedy (1 + i)
24

=
√
2
24 (

cos 24π4 + i sin 24π4
)
= 212 (cos 6π + i sin 6π) = 212 (1 + 0i) = 212.

Pøíklad 2. Urèete goniometrický tvar èísla 2
(
cos 5

3π + i sin 5
3π
)
· 13
(
cos π6 + i sin π

6

)
. Urèete i algebraický tvar

tohoto èísla. [ 23
(
cos 11

6 π + i sin 11
6 π
)
=
√
3
3 − 1

3 i]

Pøíklad 3. Kolik je
(
cos π

18 + i sin π
18

)6
? [

(
cos π3 + i sin π

3

)
= 1

2 +
√
3
2 i]

Pøíklad 4. Kolik je
(
1−
√
3i
)5
? [16 + 16

√
3i]

Moivreova vìta má nutnì i svùj tvar pro dìlení:

Pro komplexní èísla

z1 = ||z1|| (cosα1 + i sinα1)

z2 = ||z2|| (cosα2 + i sinα2)

platí

z1
z2

=
||z1||
||z2||

(cos (α1 − α2) + i sin (α1 − α2))

Pøíklad 5. Urèete pomocí Moivreovy vìty podíl èísel z1 = −
√
3 + i a z2 = 2 + 2

√
3i.

[goniometrické tvary obou èísel u¾ máme spoèítané vý¹e; 1
2

(
cos π2 + i sin π

2

)
]

Odmocniny v C Mo¾nost spoèítat libovolnou odmocninu z libovolného komplexního (tedy i reálného) èísla
je tou zásadní vlastností, která z komplexních èísel dìlá tak dùle¾itý matematický objekt. Jak se tedy poèítá?

Podívejme se nejprve na pøíklad: chceme napøíklad spoèítat tøetí odmocninu z èísla −1 + i.

1. nejprve pøevedeme èíslo
√
2 +
√
2i na goniometrický tvar; ten je 2

(
cos 3

4π + i sin 3
4π
)

2. dùle¾itým faktem è. 1 je, ¾e tøetí þodmocninyÿ existují tøi! První z nich spoèítáme jednodu¹e: odmocníme
absolutní hodnotu a úhel vydìlíme tøemi: w0 = 3

√
2
(
1
4π + i sin 1

4π
)

3. dùle¾itým faktem è. 2 je, ¾e v¹echny tøi odmocniny spolu tvoøí pravidelný trojúhelník, proto mezi sebou
musejí svírat úhel 2π

3 . Na obrázku takto:
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w0

w1

w2

2π
3

2π
3

3
√
2

4. abychom na¹li zbylé dvì odmocniny, staèí tedy vzít w0, ponechat její absolutní hodnotu a postupnì pøièítat
v argumentu úhel 2π

3 ; dostaneme tak w1 = 3
√
2
(
11
12π + i sin 11

12π
)
a w2 = 3

√
2
(
19
12π + i sin 19

12π
)

Pøíklad 6. Pøesvìdète se (umocnìním), ¾e (w0)
3 = (w1)

3 = (w2)
3 = −

√
3 + i a jsou to tedy opravdu tøetí

odmocniny z −
√
3 + i.

Tento postup funguje v¾dy, s tou obmìnou, ¾e n-tých odmocnin je v¾dy n a tvoøí pravidelný n-úhelník, proto
pøièítáme úhel 2π

n .

Pøíklad 7. Najdìte v¹echny tøetí odmocniny z èísla 4.
[w0 = 3

√
4 = 3
√
4 (cos 0 + i sin 0), w1 = 3

√
4
(
cos 2π

3 + i sin 2π
3

)
, w2 = 3

√
4
(
cos 4π

3 + i sin 4π
3

)
]

Pøíklad 8. Najdìte v¹echny ètvrté odmocniny z èísla 1− i.
[w0 = 8

√
2
(
cos 7

16π + i sin 7
16π
)
,w1 = 8

√
2
(
cos 15

16π + i sin 15
16π
)
, w2 = 8

√
2
(
cos 23

16π + i sin 23
16π
)
,

w3 = 8
√
2
(
cos 31

16π + i sin 31
16π
)
]

Kvadratické rovnice v C Nyní, kdy¾ umíme udìlat (nejen) druhou odmocninu z libovolného komplexního
èísla, umíme vyøe¹it i kvadratické rovnice, které dosud v R øe¹ení nemìly: pøíkladem mù¾e být tøeba rovnice
x2 + x+ 1 = 0, která má záporný diskriminant. V komplexních èíslech v¹ak u¾ ani to není problém.

Pøíklad 9. Vyøe¹te pro x ∈ C rovnici x2 + x+ 1 = 0.

Øe¹ení. Podle vzorce máme x1,2 = −1±
√
−3

2 . Hledáme tedy druhou odmocninu z −3. V C si ale z −3 umíme
najít obì druhé odmocniny: po chvíli práce dostaneme 3i a −3i, která mù¾eme dosadit do vzorce a získáme
øe¹ení x1,2 = −1±(±3i)

2 = − 1
2 ± 3

2 i.

V pøíkladech tohoto typu se dá postup zrychlit: −3i = 3i2, tak¾e
√
−3 =

√
3i2 =

√
3
√
i2 =

√
3i (poslední

rovnost je sice matematický faul, ale v tomto pøípadì výsledek neovlivní).
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(Pokud byste se chtìli zase podívat na nìjaká videa k tématu, tak solidní opìt kanál isibalo: https://www.
youtube.com/playlist?list=PLD-MTmOzXT5OxEf0yFqHm8vjtYY44BUh7 (pro nás jsou teï zajímavá videa è. 16
a¾ 22.)

A nyní trochu praxe:

1.

(a) Najdìte v¹echny ètvrté komplexní odmocniny z èísla i. [w0 = cos π8 + i sin π
8 ;w1 =

cos 5π
8 + i sin 5π

8 ;w0 = cos 9π
8 + i sin 9π

8 ;w0 = cos 13π
8 + i sin 13π

8 ]

(b) Vyøe¹te následující rovnice s neznámou v C:
i. 5x2 − 2x+ 1 = 0 [ 15 ± 2

5 i]

ii. 3x2 − 2x+ 1 = 0 [ 13 ±
√
2
3 i]

iii. x2 − 4ix− 8 = 0 [neleknìte se koe�cientu −4i, vzorec pro øe¹ení kvadratické rovnice platí i C;
±2 + 2i]

iv. x(3− x) = 3− i [2 + i, 1− i; pøi hledání
odmocniny z diskriminantu −3 + 4i mù¾ete buï poèítat, jak jsme se to nauèili, nebo (speciálnì
pro druhé odmocniny) i takto

√
−3 + 4i = a+ bi⇒ −3 + 4i = (a+ bi)

2 a nyní porovnat reálné
a imaginární èásti na obou stranách]

https://www.youtube.com/playlist?list=PLD-MTmOzXT5OxEf0yFqHm8vjtYY44BUh7
https://www.youtube.com/playlist?list=PLD-MTmOzXT5OxEf0yFqHm8vjtYY44BUh7

